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Introduction

L
es relations entre les éléments d'ensembles se produisent dans de nombreux contextes

[15]. Chaque jour, nous traitons des relations telles que celles entre un employé et son

salaire ou un employé et les taches de travail, une personne et un parent ou bien les relations

familiales et ainsi de suite. Les relations entre les éléments d'ensembles sont représentées en

utilisant la structure (ou la notion) appelée relation, qui est juste un sous-ensemble du produit

cartésien des ensembles. Les relations peuvent être utilisées pour modélisé, expliqué ou résoudre

des problèmes, telles que la détermination des paires de villes qui sont reliées par des vols des

compagnies aériennes dans un ordre [8, 21], trouver un ordre viable pour les di�érentes phases

d'un projet complexe [5], ou la production d'un moyen utile pour stocker des informations dans

des bases de données informatiques...etc [9, 11, 21]

Depuis les années soixante-dix du dernier siècle, la situation a considérablement évolué [9].

Les travaux sur les relations sont multipliés pour répondre aussi bien à des motivations internes

de � Mathématiques pures � qu'aux problèmes soulevés à l'occasion de l'usage de ces structures

par des � Mathématiques appliquées � dans des domaines comme la recherche opérationnelle,

la microéconomie, l'analyse et la fouille de données, la biologie, la robotique, l'informatique

théorique, l'algorithmique,... etc [1]. Aujourd'hui, il faudrait au moins des 1000 pages pour

présenter seulement une synthèse des résultats obtenus [19].

Il n'est donc pas étonnant, compte tenu du développement de l'utilisation des mathéma-

tiques dans la modélisation de multiples phénomènes, de trouver de nombreux domaines où les

concepts de di�érentes classes(binaires, ternaires, ...,n-aires) sont employées. Certes, en mathé-

matiques, les relations binaires, notamment, la notion d'ordre des grandeurs est connue depuis

longtemps et c'est au seizième siècle qu'apparaissent pour la première fois les symboles > et

< pour désigner � plus grand que � et � plus petit que � . Mais la notion abstraite d'ordre
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dé�nie comme un type particulier de relation transitive n'a été élaborée qu'entre les années 1880

et 1914 par des mathématiciens et/ou logiciens comme Peirce, Peano, Schröder, Cantor,

Dedekind, Russel, Huntington, Sche�er et Hausdor� (voir [1]).

Ces raisons et l'importance du sujet des relations étaient derrière le choix de ce sujet pour un

mémoire de Master sur les relations binaires et ternaires. Dans lequel, nous allons discuter les

di�érents concepts et propriétés de di�érents classes des relations ( relations binaires, relations

ternaires). Dans le cadre de relations ternaires, nous présenterons ses di�érents notions et

propriétés généralisés des relations binaires.

Ce mémoire est réparti en deux chapitres et une Annexe :

Dans le premier chapitre, nous allons étudier les notions et dé�nitions de base concernant

les relations binaires et leurs propriétés. Ainsi que, certaines classes particulies des relations

binaires, telles que les relations d'équivalences et les relations d'ordres.

Dans le deuxième chapitre, nous présentons quelques notions et dé�nitions de base concer-

nant les relations ternaires et leurs propriétés, l'inclusion, l'union, l'intersection, permu-

tation,.... Ainsi que, certaines classes particuliers des relations ternaires, telles que les relations

d'équivalences ternaires et relations de betweennesses.

Dans l'annexe, on donne quelques exemples d'applications des relations ternaires dant le

but de bien comprendre ses utilisations.
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Chapitre 1

Généralités sur les relations binaires

D
ans ce chapitre, on donne quelques notions et dé�nitions de base concernant les relations

binaires et leurs propriétés. Ainsi que, certaines classes particulières des relations binaires,

telles que les relations d'équivalences et les relations d'ordre. Pour une discussion plus détaillée

de ces concepts nous renvoyons le lecteur aux [1, 2, 6, 7, 11, 17, 18, 19].

1.1 Dé�nitions et exemples

Dans cette section, nous rappelons quelques notions et dé�nitions de base sur les relations

binaires pour les utiliser dans les sections suivantes.

Dé�nition 1.1. (Produit cartésien)

Soient X1, X2, ..., Xn des ensembles non vides, X1 ×X2 × ... ×Xn est l'ensemble des n-uplets

ordonnés (x1, x2, ..., xn), avec xi ∈ Xi, pour tout i ∈ {1, ..., n}. Ces n-uplets sont encore appelées

<vecteurs>. Pour tout ensemble X, on note Xn le produit cartésien X ×X × ...×X (n fois).

Les éléments de Xn sont les n-uplets d'éléments de X.

En particulier pour (n = 2) : Soient X et Y deux ensembles non vides.

X × Y = {(x, y) | x ∈ X et y ∈ Y }.

� Si X = Y, X × Y = X2 (carré cartésien).

� Si X = ∅ ou Y = ∅, alors X × Y = Y ×X = ∅.
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Notation 1.1.

Soit (x, y) ∈ X × Y .

x est la première coordonnée du couple (x, y).

y est la deuxième coordonnée du couple (x, y).

Si ((x, y), (x′, y′)) ∈ (X × Y )2. Alors :

(x, y) = (x′, y′)⇔ x = x′ et y = y′.

(x, y) 6= (x′, y′)⇔ x 6= x′ ou y 6= y′.

Exemple 1.1.

Soient X et Y deux ensembles �nis tels que X = {1, 2} et Y = {a, b, c}. Alors,

(i) Le produit de X × Y = {(1, a), (1, b), (1, c), (2, a), (2, b), (2, c)}.

(ii) Le produit de X ×X = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)}.

Dé�nition 1.2. (Relation binaire)

Soient X et Y deux ensembles. On appel relation binaire de X vers Y toute partie de X×Y .

Si R est une relation binaire de X vers Y et si (x, y) ∈ R, on note alors xRy ou R(x, y).

On appelle relation binaire sur un ensemble X, toute relation binaire de X vers X.

Exemple 1.2.

(i) Soient X = {a, b, c, d} et Y = {1, 2, 3, 4}. Alors :

R = {(a, 1), (b, 4), (c, 1), (d, 2)}

Est une relation binaires.

(ii) Soient X = Z et Y = N. Alors :

R = {(0, 0), (−1, 1), (1, 1), (−2, 16), (2, 16), ...}

= {(x, x4) : x ∈ Z}.

Dé�nition 1.3. (Relation inverse)

Soit R une relation binaire de X vers Y . La relation inverse de R (transpose de R) est la

collection des paires (y, x) ∈ Y ×X tels que (x, y) ∈ R, i.e.

Rt = {(y, x) ∈ Y ×X | (x, y) ∈ R}.
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Exemple 1.3.

Pour la relation R donner dans l'example 1.2 (ii), on obtient :

Rt = {(0, 0), (1,−1), (1, 1), (16,−2), (16, 2), ...}

= {(x4, x) : x ∈ Z}.

1.2 Représentations des relations binaires

On suppose que X et Y sont des ensembles �nis de cardinal m et n, respectivement.

1.2.1 Représentation matricielle

On peut représenter R par une matrice MR = (lij)1≤i≤m;1≤j≤n comportant m lignes et

n colonnes dont les coe�cients sont 0 ou 1. Les éléments de la matrice MR sont dé�nis de la

manière suivante :

lij =

1 si xiRyj ;

0 sinon.

Exemple 1.4.

La représentation matricielle de la relation de l'example 1.2. (i) est donnée par :

MR =


1 0 0 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0


Remarque 1.1. On note que,

MRt = (MR)t.

1.2.2 Représentation graphique

On peut représenter R par un graphe bipartite (c'est-à-dire qu' il y a une partition X∪Y

des sommets du graphe et que chaque arc (�èche) va de X vers Y ).

On dé�nit maintenant le graphe de R comme :

GR = (X ∪ Y,R).
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Remarque 1.2. (Graphe d'une relation inverse)

Le graphe de Rt est obtenu en inversant les �èches d'arcs du graphe de R.

Exemple 1.5.

Soient X = {Alexander,Bill, Cimon}, Y = {William,Xavi, Y aya, Ziland}.

Et la relation xRy si et seulement si x est le moniteur de y.

R = {(Alexander, Ziland), (Bill,William), (Cimon, Y aya)}.

Figure 1.1 � La représentation graphique de la relation R.

1.2.3 Domaine et image

Dans cette section, on dé�nit le domaine et l'image d'une relation binaire, ainsi que quelques

propriétés. Pour plus de détails sur les relations binaires, le lecteur peut consulter [7].

Dé�nition 1.4.

Soit R une relation de X à Y .

• On appel domaine de R, l'ensemble des éléments de X ayant par R une image dans Y .

On note :

Dom(R) = {x ∈ X | ∃y ∈ Y : xRy}.

• On appel image d'un point a de X par R, l'ensemble éventuellement vide des éléments

b de Y tels que (a, b) ∈ R. On note :

ImR(x) = {y ∈ Y | (x, y) ∈ R}.
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• On appel image ou codomaine de R, l'ensemble des éléments de Y image(s) par R

d'au moins un élément de X. On note :

Im(R) = {y ∈ Y | (∃x ∈ X) telque (x, y) ∈ R}.

Propriétés : Soient R et S deux relations dans X × Y :

1. Dom(R) ⊆ X, Im(R) ⊆ Y, R ⊆ Dom(R)× Im(R).

2. Si R ⊆ S ⊆ X × Y =⇒ Dom(R) ⊆ Dom(S), Im(R) ⊆ Im(S).

3. La relation inverse Rt est toujours dé�nie, c-à-d :

Dom(Rt) = Im(R), Im(Rt) = Dom(R).

4. R ⊆ X × Y ⇐⇒ Rt ⊆ Y ×X.

5. (Rt)t = R /involution.

3. R ⊆ S ⊆ X × Y =⇒ Rt ⊆ St ⊆ Y ×X.

1.2.4 Ensemble des relations

On notera RXY l'ensemble des relations de X à Y , de fait identique à P (X × Y ).

Dans le cas où X et Y sont �nis, le nombre des relations de X vers Y est donc : 2|X|.|Y |.

Dé�nition 1.5.

Soient X, Y deux ensembles. Parmi les relations de X à Y , on note :

0XY la relation nulle ou vide, jamais satisfaite, dont la matrice caractéristique ne contiendra

que des 0.

UXY = X ×Y la relation universelle ou complète, toujours satisfaite, dont la matrice carac-

téristique ne contiendra que des 1.

1.3 Opérations ensemblistes sur les relations binaires

SoientR et S deux relations dansX vers Y . Tant queR et S sont des sous-ensembles deX×

Y , on peut leur appliquer les opérations ensemblistes de, l'inclusion, l'union, l'intersection,

le complément et la composition pour construire des relations de X vers Y . Pour plus de

détails sur les relations binaires, nous nous référons aux [7, 11].
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1. L'inclusion

Soient R, S deux relations binaires. On dit que R ⊆ S si pour tout (x, y) ∈ R, alors

(x, y) ∈ S.

2. L'union et l'intersection

L'union de R et S est la relation R∪ S, dé�nie par :

R∪ S = {(x, y) ∈ X × Y | xRy ou xSy}.

L'intersection de R et S est la relation R∩ S, dé�nie par :

R∩ S = {(x, y) ∈ X × Y | xRy et xSy}.

La relation Rt et St vont de Y vers X. Il est facile d'établir que :

(R∪ S)t = Rt ∪ St et (R∩ S)t = Rt ∩ St.

Proposition 1.1.

Soient R, S ⊆ X × Y deux relations quelconques, on a :

(i) MR∪S = MR ∨MS i.e : ∀i, j : (MR∪S)ij = rij ∨ sij, où∨ dénote le ou inclusif.

(ii) MR∩S = MR ∧MS i.e : ∀i, j : (MR∩S)ij = rij ∧ sij, où∧ dénote le et.

(iii) 0XY ∪R = UXY ∩R = R = R∪ 0XY = R∩ UXY .

(iv) 0XY ⊆ R ∩ S ⊆ R ⊆ R∪ S ⊆ UXY .

Exemple 1.6.

Soient R et S deux relations sur X dé�nies par la matrice associée :

MR


1 1 0

0 1 1

1 1 0

 et MS


0 0 1

1 0 0

0 0 1


Les matrices associées à l'union et l'intersection sont dé�nies respectivement :

MR∪S = MR ∨MS


1 1 1

1 1 1

1 1 1

, MR∩S = MR ∧MS


0 0 0

0 0 0

0 0 0


6



3. Le complément

Soit R une relation de X × Y , on note Rc la relation complémentaire de R, i.e.,

Rc = {(x, y) ∈ X × Y | (x, y) 6∈ R}.

Autrement dit : Rc = (X × Y )−R.

La matrice associée à la relation Rc est la matrice complément de MR, telle qu'on

transforme les 0 dans la matrice par 1 et 1 par 0 :

MRc = (MR)c.

Exemple 1.7.

Soit X = {x, y}, on dé�nit la relation R sur X par :

R = {(x, x), (y, x)}.

Donc,

Rc = X2 −R = {(x, y), (y, y)}.

Proposition 1.2.

Soient R,S deux relations binaires. Alors :

(i) (R∩ S)c = Rc ∪ Sc.

(ii) (R∪ S)c = Rc ∩ Sc.

4. Compositions des relations binaires

Soient les relations R ⊆ X × Y et S ⊆ Y ×Z, on appel composée de R et S la relation

notée R ◦ S ⊆ X × Z est dé�nie par :

R ◦ S = {(x, z) ∈ X × Z | (∃y ∈ Y ) (xRy ∧ ySz)}.

7



Remarque 1.3.

En général, R ◦ S 6= S ◦ R, i.e., la composition des relations n'est pas commutative.

Proposition 1.3.

Soient R ⊆ X × Y et S ⊆ Y × Z. Alors :

(i) Dom(R ◦ S) ⊆ Dom(R), Im(S ◦ R) ⊆ Im(S).

(ii) 0XY ◦ S = 0XZ = R ◦ 0Y Z .

(iii) Si P ⊆ Z ×K, R ◦ (S ◦ P) = (R ◦ S) ◦ P /associativité.

(iv) Si P ⊆ Y × Z, R ◦ (S ∪ P) = (R ◦ S) ∪ (R ◦ P) /distributivité.

(v) (R ◦ S)t = St ◦ Rt.

(vi) Si P ⊆ Y × Z : S ⊆ P =⇒ R ◦ S ⊆ R ◦ P /monotonie.

(vii) MR◦S = MS �MR /� est le produit booléen, (x� y = x ∧ y).

Démonstration :

(iii) xR ◦ (S ◦ P)z = {(x, z) | ∃y ∈ Y : (xRy) ∧ (yS ◦ Pz)}

= {(x, z) | ∃y ∈ Y, ∃w ∈ Z : (xRy) ∧ (ySw) ∧ (wPz)}

= {(x, z) | ∃w ∈ Z : (xR ◦ Sw) ∧ (wPz)}

= x(R ◦ S) ◦ Pz.

(v) x(R ◦ S)tz ⇐⇒ z(R ◦ S)x

⇐⇒ ∃y ∈ Y : (zRy ∧ ySx)

⇐⇒ ∃y ∈ Y : (yRtz ∧ xSty)

⇐⇒ ∃y ∈ Y : (xSty ∧ yRtz)

⇐⇒ x(St ◦ Rt)z.

1.4 Propriétés des relations binaires

On s'intéresse maintenant aux propriétés fondamentales des relations binaires dé�nies sur

le même ensemble X. Plus d'informations peuvent être trouvées dans [7, 11].
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1.4.1 Ré�exivité, irrré�exivité et non-ré�exivité

La relation R est dite :

• ré�exive, si pour tout x ∈ X, xRx ;

• irré�exive, si pour tout x ∈ X, (x, x) 6∈ R ;

• non-ré�exive, si (∃x ∈ X : (x, x) ∈ R) ∧ (x, x) 6∈ R).

La proposition suivante donne quelques propriétés de la ré�exivité d'une relation binaire.

Proposition 1.4.

(i) Toute relation ré�exive a sa matrice caractéristique de diagonale 1.

(ii) Tout graphe ré�exif comporte une boucle par sommet.

(iii) Toute relation irré�exive a sa matrice caractéristique de diagonale 0.

(iv) La diagonale de la matrice caractéristique d'une relation non-ré�exive comporte au moins

un 1 et au moins un 0.

Exemple 1.8.

(1) La relation ∆X = {(x, x) | x ∈ X} est ré�exive, (∆X est appelé la relation identique

(identité) de X).

(2) Soit X = {1, 2, 3} et R est la relation sur X dé�nit par :

xRy ⇐⇒ x divise y.

i.e.,R = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 2), (3, 3)}.

Le fait que {(1, 1), (2, 2), (3, 3)} ⊂ R, implique alors que R est ré�exive.

(3) La relation 0X (la dé�nition précédente) est irré�exive.

(4) Soit X = {1, 2, 3} et R est la relation sur X dé�nit par :

R = {(1, 2), (1, 3), (2, 3)}.

Le fait que {(1, 1), (2, 2), (3, 3)} 6⊂ R, implique alors que R est irré�exive.

(5) Soit X = {1, 2, 3} et R est la relation sur X dé�nit par :

R = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 3)}.

Le fait que (2, 2), (3, 3) 6∈ R, impliquent alors que R est non-ré�exive.
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1.4.2 Symétrie et antisymétrie

La relation R est dite :

• symétrique, si pour tous x, y ∈ X, xRy =⇒ yRx;

• asymétrique, si pour tous x, y ∈ X, (x, y) ∈ R =⇒ (y, x) 6∈ R;

• anti-symétrique, si pour tous x, y ∈ X, xRy ∧ yRx =⇒ x = y.

Exemple 1.9.

(1) Soit X = {1, 2, 3} et R est la relation sur X dé�nit par :

R = {(1, 1), (1, 3), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2)}.

Le fait que (x, y) ∈ R implique que (y, x) ∈ R, alors R est symétrique.

(2) Soit X un ensemble �ni tel que X = {1, 2, 3}, et R est la relation sur X donné par :

R = {(1, 2), (1, 3), (2, 3)}.

Le fait que (x, y) ∈ R implique que (y, x) 6∈ R, alors R est asymétrique.

(3) Soit X un ensemble �ni tel que X = {1, 2, 3}, et R est la relation sur X donné par :

R = {(1, 2), (1, 3), (2, 2), (2, 3)}.

Le fait que (x, y) ∈ R implique que (y, x) 6∈ R, alors R est anti-symétrique.

Proposition 1.5.

(i) La matrice associée à une relation symétrique est symétrique.

(ii) Toute relation asymétrique est irré�exive.

Démonstration :

Soit R une relation asymétrique, et < x > un point tel que xRx. Par l'asymétrie de R, on

aurait (x, x) ∈ R =⇒ (x, x) 6∈ R, et xRx serait contradictoire ; il n'existe donc aucun point

pour lequel on ait xRx. Donc R est irré�exive.
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1.4.3 Transitivité et intransitivité

La relation R est dite :

• transitive , si pour tous x, y, z ∈ X, xRy ∧ yRz =⇒ xRz;

• intransitive ou (anti-transitive), si pour tous x, y, z ∈ X,

(x, y) ∈ R et (y, z) ∈ R =⇒ (x, z) 6∈ R.

Exemple 1.10.

(1) Soit X un ensemble �ni tel que X = {1, 2, 3, 4} et R est la relation sur X donné par :

R = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 4)}.

Pour tous x, y, z ∈ X, on a :

si


(x, y) ∈ R

et , alors (x, z) ∈ R, implique que R est transitive.

(y, z) ∈ R

(2) Soit X un ensemble �ni tel que X = {1, 2, 3, 4, 5, 6} et R est la relation sur X donné par :

R = {(1, 2), (2, 5), (4, 1), (4, 5), (5, 4), (6, 3)}.

Pour tous x, y, z ∈ X, on a :

si


(x, y) ∈ R

et , alors (x, z) 6∈ R, implique que R est intransitive.

(y, z) ∈ R

Proposition 1.6.

Toute relation intransitive est irré�exive.

Démonstration :

Soit R une relation sur un ensemble X intransitive. Soit x ∈ X tel que xRx. Par l'in-

transitivité de R, on n'aurait que (x, x) ∈ R et (x, x) ∈ R =⇒ (x, x) 6∈ R, et (x, x) ∈ R

serait contradictoire. Alors il n'existe aucun point pour lequel on est (x, x) ∈ R. Donc R est

irré�exive.
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1.4.4 Circularité

Une relation R sur X est dite circulaire si pour tous x, y, z ∈ X tel que (x, y) ∈ R et

(y, z) ∈ R, alors (z, x) ∈ R, i.e.,

∀x, y, z ∈ X, xRy ∧ yRz =⇒ zRx.

Exemple 1.11.

Soit X un ensemble �ni tel que X = {1, 2, 3, 4, 5, 6} et R est la relation sur X donné par :

R = {(2, 4), (2, 6), (4, 5), (5, 2), (6, 5)}.

Pour tous x, y, z ∈ X, on a :

si


(x, y) ∈ R

et , alors (z, x) ∈ R, implique que R est circulaire.

(y, z) ∈ R

1.4.5 Interactions des propriétés fondamentales avec des opérations

ensemblistes

L'inclusion, l'union, l'intersection et la composition des relations s'adaptent facilement au

cas où l'ensemble de départ et d'arrivée sont identiques.

Cependant, les propriétés nouvellement présentes et la relation d'identité introduisent de

nouveaux résultats. Pour plus de détails sur les relations binaires, le lecteur peut consulter

[7, 11].

Proposition 1.7.

(i) 0X ⊆ ∆X ⊆ UX .

(ii) R est ré�exive ssi ∆X ⊆ R.

(iii) R est symétrique ssi R = Rt.

Dé�nition 1.6.

On appel symétrisée de R : Rs = R∪Rt.
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Proposition 1.8.

(i) Rs est la relation symétrique le plus �n majorant R (et Rt).

(ii) ∆X ◦ R = R = R ◦∆X = R.

(iii) R est transitive si seulement si R ◦R ⊆ R.

(iv) Soient deux relations R et S ⊆ X2 :

0X ⊆ R ∩ S ⊆ R ⊆ R∪ S ⊆ UX ,

0X ⊆ R ∩ S ⊆ S ⊆ R ∪ S ⊆ UX .

Corollaire 1.1.

La composition des relations binaires est toujours une relation binaire, donc l'opération compo-

sition est dé�nit une loi interne, en plus, elle est associative d'après la proposition 1.3. (iii),

et on remarque que ∆X est neutre avec l'opération composition (élément neutre). Donc (X2, ◦)

est un monoïde avec un élément neutre ∆X .

Notation 1.2.

De manière générale on pose :

R0 = ∆X ,

Pour k > 0 : Rk = R ◦Rk−1,

Pour k < 0 : Rk = (R−1)|k| = (Rt)|k|.

1.4.6 La clôture transitive

Soit R une relation sur X, et soient x et y des éléments de X.

Dé�nition 1.7. (Chemin dans un graphe)

Si n ∈ N, on dit que Ψ est un R-chemin de longueur n de x à y si et seulement si il existe

une suite

Ψ = {x0, x1, x2, ..., xn} d'élément de X telle que :

• x0 = x et xn = y;

• ∀i ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1} : xiRxi+1.

Lorsque x = y, on parle de R-cycle.

13



Dé�nition 1.8. (Fermeture transitive)

On dé�nit sur X une nouvelle relation R+, que nous appellerons plus tard la fermeture tran-

sitive (clôture transitive) de R, en posant :

xR+y ⇐⇒ il existe un chemin de x à y.

La relation R+ est donc l'union de toutes les relations Rk :

R+ =
∞⋃
k=1

Rk.

Dans le cas où X est �ni de cardinal n, la remarque précédente nous permet d'écrire la formule

plus sympathique :

R+ =
n⋃
k=1

Rk.

On dé�nit encore une relation R∗ sur X, appelée relation de R-accessibilité (fermeture ré�exo-

transitive de R), en posant :

R∗ = Rr,t = R+ ∪∆X .

Exemple 1.12.

Voici le graphe pour lequel on se propose de calculer la fermeture transitive en calculant

les puissances successives des matrices.

La matrice associée à ce graphe est la suivante :

MR =



0 1 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 0 0



14



La matrice associée de la fermeture transitive, ainsi que le graphe sont représentés par :

MR∨M2
R∨M3

R∨M4
R∨M5

R =



0 1 0 1 0 1

0 0 0 0 0 0

0 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 1

0 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0



1.5 Nombre des relations binaires sur des ensembles �nis

Considérons deux ensembles �nis X et Y de cardinal n et m respectivement. Le fait qu'une

relation binaire R est une partie de X × Y , i.e., R ∈ P (X × Y ) implique que le nombre des

relations binaires sur X × Y est 2nm.

En particulier, si X = Y , on trouve 2n
2
relations binaires sur X.

(i) 2n(n−1) relations ré�exives ;

(ii) 2n(n+1)/2 relations symétriques ;

(iii) 2n(n−1)/2 relations ré�exive et symétriques ;

(iv) Pour le nombre des relations transitives, on n'a pas une formule fermée.

Démonstration :

(i) X −→ R ⊆ X2

R ré�exive ⇐⇒ ∆ = {(x, x) | x ∈ X} ⊆ R.

R = ∆ ∪ A, A ⊆ (X2\∆), |X| = n, |X2| = n2, |∆| = n, |(X2\∆)| = n2 − n.

|P (X2\∆)| = 2n
2−n = 2n(n−1).

(ii) Soit A ⊆ X ×X tel que :

(x, y) ∈ A =⇒ (y, x) ∈ A.

Dans une matrice carrée de n×n, prenez le triangle supérieur par example, et généralisez

l'étude.
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Le 1ére ligne on a : n élements.

Le 2éme ligne on a : (n− 1) élements.
...

...

Le (n− 1)éme ligne on a : 2 élements.

Le néme ligne on a : 1 élement.

Alors, n+ (n− 1) + ...+ 2 + 1 =
n(n+ 1)

2
.

Et chaque élément de la matrice est pris deux valeurs, donc on a : 2
n(n+1))

2 .

(iii) Dans une matrice carrée de n×n, prenez le triangle supérieur par example, et généralisez

l'étude.

Le 1ére ligne on a : (n− 1) élements.

Le 2éme ligne on a : (n− 2) élements.
...

...

Le (n− 2)éme ligne on a : 2 élements.

Le (n− 1)éme ligne on a : 1 élement.

Alors, (n− 1) + (n− 2) + ...+ 2 + 1 =
n(n− 1)

2
.

Et chaque élément de la matrice est pris deux valeurs, donc on a : 2
n(n−1)

2 .

1.6 Classes particulières des relations binaires

Dans cette section, nous présenterons des classes particulières importantes des relations

binaires. Pour une discussion plus détaillée de ces concepts nous renvoyons le lecteur aux [1, 7,

9, 11, 17, 19].

1.6.1 Relations d'équivalences

Dé�nition 1.9. (Relation d'équivalence)

Une relation d'équivalence sur un ensemble X est une relation R sur X qui est ré�exive,

symétrique et transitive. On note alors (x ≡ y mod R) ou bien (x ≈ y) pour (xRy).
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Exemple 1.13.

(1) Soit X un ensemble non vide, alors l'égalité est toujours une relation d'équivalence sur

X.

(2) Soit f : X −→ Y une application :

xRy ⇐⇒ f(x) = f(y) (est appelé f-égalité).

(i) R est ré�exive :

∀x ∈ X, on a : f(x) = f(x) =⇒ ∀x ∈ X : xRx.

(ii) R est symétrique :

soient x, y ∈ X :

xRy ⇐⇒ f(x) = f(y)

=⇒ f(y) = f(x)

=⇒ yRx.

(iii) R est transitive :

soient x, y, z ∈ X :


xRy

et

yRz

⇐⇒


f(x) = f(y)

et

f(y) = f(z)

=⇒ f(x) = f(z) donc xRz.

(3) Le parallélisme des droites d'un plan est une relation d'équivalence.

Dé�nition 1.10. (Classes d'équivalences)

Soit R est une relation d'équivalence sur un ensemble X et x ∈ X, alors la classe de x notés

C(x) ou x tel que :

x = {y ∈ X : xRy}.

Proposition 1.9.

Soit R une relation d'équivalence sur un ensemble X, alors les classes d'équivalence forment

une partition de X i.e.,

(1) Toute classe d'équivalence est non vide.
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(2) La réunion des classes est égale à X.

(3) Deux classes d'équivalences sont soit disjointes soit identiques.

Exemple 1.14.

D'après l'exemple 1.13. (2) on détermine la classe d'équivalence modulo R :

soit x ∈ X,

x = {a ∈ X : xRa}

= {a ∈ X : f(a) = f(x)}

= f−1({f(x)}).

Alors, ∀x ∈ X, x = f−1({f(x)}).

i.e.,

x0 = {x0, x1, xn} = f−1({f(x0)}).

Dé�nition 1.11. (Ensemble quotient)

Soit X un ensemble non vide et R une relation d'équivalence sur X.

L'ensemble quotient de X par R est noté par X/R : l'ensemble des classes d'équivalence sur

X tel que :

X/R = {x : x ∈ X}.

Exemple 1.15.

Soit X = R et (x, y) ∈ R : xRy ⇐⇒ x2 + x = y2 + y.

Cette relation est une relation d'équivalence.

Soit x ∈ R :

R/R = {x : x ∈ X}, tel que x = {y ∈ R : xRy}

= {y ∈ R : x2 + x = y2 + y}

= {y ∈ R : x2 − y2 + x− y = 0}

= {y ∈ R : (x+ y)(x− y) + (x− y) = 0}

= {y ∈ R : (x− y)[(x+ y) + 1] = 0}

= {y ∈ R : y = x ou y = −x− 1}

= {{x,−x− 1} : x ∈ R}.
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Donc

R/R = {{x,−x− 1} : x ∈ R}.

1.6.2 Relations d'ordres

Dé�nition 1.12. (Relation d'ordre)[17]

La relation R dans X est dite une relation d'ordre si elle est ré�exive, antisymétrique et

transitive. La relation d'ordre noté généralement par 6.

Un ensemble X muni d'une relation d'ordre est dit un ensemble ordonné, on note par (X,6).

Exemple 1.16.

(1) 6,> sont des relations d'ordres sur R.

(2) La relation de divisibilité ”|” sur N∗ est une relation d'ordre et non une relation d'ordre sur

Z∗.

(3) Les relations ⊆ et ⊇ sont des relations d'ordre sur P (X).

Dé�nition 1.13. (Préordre)

Soit R une relation sur X. R est dit un préordre sur X si elle est ré�exive et transitive.

N'est pas symétrique et n'est pas antisymétrique en général.

Exemple 1.17.

(1) (Z∗, |) est un préordre.

(2) Soit X un ensemble �ni tel que X = {1, 2, 3} et R est la relation sur X donné par :

R = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 2), (2, 3), (3, 2), (3, 3)}.

Alors, R est une relation préordre.

Dé�nition 1.14. (Ordre strict)

Soit R une relation sur X. R est dit un ordre strict s'il est irré�exive et transitive. Un

ensemble muni d'un ordre strict est dit un ensemble strictement ordonné, on note par (X,<).
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Exemple 1.18.

(1) Soit X un ensemble �ni tel que X = {1, 2, 3, 4, 5} et R est la relation sur X donné par :

R = {(1, 3), (1, 4), (1, 5), (2, 1), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (3, 4), (3, 5), (4, 5)}.

Alors, R est un ordre strict sur X.

(2) Dans N, Z, Q, R la relation ” < ” est un ordre strict linéaire associé à ” 6 ”. Par contraire,

” ⊂ ” est un ordre strict (non linéaire).

Dé�nition 1.15. (Ordre total)[18]

Soit R une relation d'ordre sur un ensemble X. On dit que R est total (ou linéaire) si pour tous

x, y ∈ X, alors xRy ou yRx. Autrement dit, chaque deux éléments x et y sont comparables.

Dans ce cas (X,R) est dit une chaîne. Dans le cas contraire, on dit que R est un ordre partiel.

Exemple 1.19.

∗ (N, |) n'est pas un ordre total.

1.6.3 Relation d'équivalence et relation d'ordre obtenues par une re-

lation de préordre

Pour toute relation de préordre on peut associée une relation d'équivalence et une relation

d'ordre.

Proposition 1.10.

Soit R un préordre sur X, alors la relation ≈ = R∪Rt est une relation d'équivalence sur X.

Proposition 1.11.

Soit R un préordre sur X, alors la relation 6 dé�nie sur X/R = {[x]R | x ∈ X}, tel que

[x]R = {y ∈ X | xRy} par [x]R 6 [y]R si et seulement si xRy est une relation d'ordre sur

X/R.

20



Chapitre 2

Relations ternaires et certaines classes

particulières

D
ans ce chapitre, on donne quelques notions et dé�nitions concernant les relations ternaires,

leurs interactions avec les opérations ensemblistes et les permutations, et leurs composi-

tions avec des relations binaires. Ainsi que, certaines classes particulières des relations ternaires,

telles que les relations d'équivalences ternaires et relations de betweennesses. Pour une discus-

sion plus détaillée de ces concepts nous renvoyons le lecteur aux [2, 3, 4, 12, 13, 16, 20].

2.1 Dé�nitions, exemples et représentation matricielle

Dans cette section, nous présentons quelques dé�nitions et exemples des relations ternaires

pour les utiliser dans les sections suivantes.

Dé�nition 2.1. (Relation ternaire)

Soient X, Y et Z trois ensembles. On appelle relation ternaire entre X, Y et Z toute partie

de X × Y × Z.

Une relation ternaire T sur un ensemble X est un sous-ensemble de X3.

Trois relations ternaires spéciales sur un ensemble X sont la relation vide ∅, la relation identité

ternaire IX3 = {(x, x, x) | x ∈ X} et la relation ternaire universelle X3.
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Exemple 2.1.

Soit T une relation ternaire donnée par :

T = {(James Bond, 1988, Alsace), (Katherine Smith, 1991, Alsace), (Pablo, 1989, Beaujolais),

(Mika, 1989,Côtes du Rhône)}.

Tel que

X(Noms) = {James Bond,Mika,Robert Taylor, Pablo, susie Walsh,Anita Johnson,

Ben,Katherine Smith},

Y (Années) = {1988, 1989, 1990, 1991, 1992, 1993, 1994},

Z(Régions) = {Alsace, Beaujolais,Côtes du Rhône}.

On peut la représenter par le tableau :

Nom Année Région

James Bond 1988 Alsace

Katherine Smith 1991 Alsace

Pablo 1989 Beaujolais

Mika 1989 Côtes du Rhône

Représentation matricielle

Une relation ternaire T sur un ensemble �ni X de cardinalité n peut être représentée par

une matrice cubique. Pour tous xi, xj, xk ∈ X = {x1, x2, ..., xn} avec 1 6 i, j, k 6 n, MT =

(Tijk)16i,j,k6n, tel que :

Tijk =

1, Si (xi, xj, xk) ∈ T ,

0, Sinon.

Exemple 2.2.

Soit T est une relation ternaire sur X = {x1, x2, x3, x4} donnée par :

T = {(x1, x3, x1), (x1, x4, x2), (x2, x2, x3), (x2, x4, x1), (x3, x2, x2), (x3, x3, x4),

(x3, x4, x4), (x4, x2, x3), (x4, x3, x4)}.
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La représentation matricielle de T peut être écrite comme :

MT =




0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0

0 1 0 0

 ,


0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

1 0 0 0

 ,


0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 0 1

 ,


0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0



 .

Pour une relation T sur un ensemble X, on note par : T t de la transpose de T , i.e.,

T t = {(x, y, z) ∈ X3 | (z, y, x) ∈ T }.

2.2 Opérations ensemblistes (set-operations) sur les rela-

tions ternaires

Soient T et S deux relations ternaires entre les ensembles X, Y et Z. On peut leur appliquer

les opérations ensemblistes de, l'inclusion, l'union, l'intersection et le complément, pour

construire des nouvelles relations ternaires.

1. L'inclusion

Soient T , S deux relations ternaires. On dit que T ⊆ S si pour tout (x, y, z) ∈ T , alors

(x, y, z) ∈ S.

2. L'union et l'intersection

L'union de T et S est la relation T ∪ S, dé�nie par :

T ∪ S = {(x, y, z) ∈ X × Y × Z | (x, y, z) ∈ T ou (x, y, z) ∈ S}.

L'intersection de T et S est la relation T ∩ S, dé�nie par :

T ∩ S = {(x, y, z) ∈ X × Y × Z | (x, y, z) ∈ T et (x, y, z) ∈ S}.

Proposition 2.1. [20]

Pour toute relation ternaire T et toute famille de relations ternaires (Ti)i∈I sur un en-

semble X, on a les égalités suivantes.

(i) (T t)t = T ;
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(ii)

(⋃
i∈I
Ti
)t

=
⋃
i∈I
T ti ;

(iii)

(⋂
i∈I
Ti
)t

=
⋂
i∈I
T ti .

3. Le complément

Soit T une relation de X × Y × Z, on note T c la relation complémentaire de T , i.e.,

T c = {(x, y, z) ∈ X × Y × Z | (x, y, z) 6∈ T }.

Autrement dit : T c = (X × Y × Z)− T .

Exemple 2.3.

Soit X = {x, y}, on dé�nit la relation T sur X par :

T = {(x, x, x), (y, y, x), (y, x, y)}.

Donc,

T c = X3 − T = {(x, x, y), (x, y, x), (y, x, x), (x, y, y), (y, y, y)}.

Proposition 2.2.

Soient T ,S deux relations ternaires. Alors :

(i) (T ∩ S)c = T c ∪ Sc.

(ii) (T ∪ S)c = T c ∩ Sc.

2.3 Relations ternaires obtenues par permutation

Dans cette section, on va discuter les relations ternaires associées à une relation T obtenir

par permutations.

Dé�nition 2.2. [20]

Une permutation σ d'un ensemble X est une bijection de X. Pour un ensemble X =

{x, y, z}, on écrit σ(x, y, z) au lieu (σ(x), σ(y), σ(z)).

Les permutations possibles de {x, y, z} sont énumérées comme :

σ0(x, y, z) = (x, y, z), σ1(x, y, z) = (x, z, y), σ2(x, y, z) = (y, x, z),
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σ3(x, y, z) = (y, z, x), σ4(x, y, z) = (z, x, y), σ5(x, y, z) = (z, y, x).

Pour une relation ternaire T sur X, nous dé�nissons la relation ternaire T σ associée à

T comme :

T σ = {σ(x, y, z) ∈ X3 | (x, y, z) ∈ T }.

Il est clair que T σ0 = T et T σ5 = T t.

Remarque 2.1.

Noté que

T σ = {(x, y, z) ∈ X3 | σ−1(x, y, z) ∈ T },

tel que σ−1i = σi pour tout i ∈ {0, 1, 2, 5} et σ−13 = σ4.

Dé�nition 2.3. [20]

Soit T une relation ternaire sur un ensemble X. Nous dé�nissons les relations associées

à T obtiennent par permutations suivantes :

(i) Converse droite de T , comme T a = T σ1 ;

(ii) Converse gauche de T , comme T ` = T σ2 ;

(iii) Rotation droite de T , comme T + = T σ3 ;

(iv) Rotation gauche de T , comme T − = T σ4 .

Remarque 2.2.

Pour toute famille des relations ternaires (Ti)i∈I sur un ensemble X, les égalités suivantes

sont véri�ées :(⋃
i∈I

Ti

)σj

=
⋃
i∈I

T σji et

(⋂
i∈I

Ti

)σj

=
⋂
i∈I

T σji , pour tout j ∈ {0, ..., 5}.

La proposition suivante est immédiate.

Proposition 2.3. [20]

Soit T une relation ternaire sur un ensemble X. Le tableau de composition pour les

permutations considérées se lisent comme suit : pour σi et σj, il énumère (T σi)σj .
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H
HHH

HHH
HH

σi

σj
σ0 σ1 σ2 σ3 σ4 σ5

σ0 T T a T ` T + T − T t

σ1 T a T T + T ` T t T −

σ2 T ` T − T T t T a T +

σ3 T + T t T − T a T T `

σ4 T − T ` T t T T + T a

σ5 T t T + T − T a T ` T

2.4 Compositions des relations ternaires avec des relations

binaires

Dans cette section, on va rappeler les compositions des relations ternaires avec des relations

binaires. Pour une discussion plus détaillée de ces concepts nous renvoyons le lecteur à [20].

Dé�nition 2.4.

Soit T une relation ternaire et S une relation binaire sur X.

• La n-composition de T et S est une relation ternaire T n S sur X dé�nie comme :

T n S = {(x, y, z) ∈ X3 | (∃t ∈ X) ((x, y, t) ∈ T ∧ (t, z) ∈ S)};

• La o-composition de T et S est une relation ternaire S o T sur X dé�nie comme :

S o T = {(x, y, z) ∈ X3 | (∃t ∈ X) ((x, t) ∈ S ∧ (t, y, z) ∈ T )}.

Exemple 2.4.

Soit X = {1, 2, 3}, on dé�nit les relations T et S par :

T = {(1, 2, 3)} et S = {(3, 1)}.

Donc,

T n S = {(1, 2, 1)} et S o T = {(3, 2, 3)}.
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2.5 Propriétés des relations ternaires

Dans cette section, on s'intéresse aux propriétés fondamentales des relations ternaires dé�-

nies sur le même ensemble X. Pour plus de détails, le lecteur peut consulter [20].

2.5.1 Ré�exivité, irré�exivité, fortement ré�exivité et fortement irré-

�exivité

Soit T une relation ternaire sur un ensemble X. T est dite :

• ré�exive : si pour tout x ∈ X, (x, x, x) ∈ T ;

• fortement ré�exive : si pour tous x, y, z ∈ X avec Card{x, y, z} 6 2, (x, y, z) ∈ T ;

• irré�exive : si pour tout x ∈ X, (x, x, x) 6∈ T ;

• fortement irré�exive : si pour tous x, y, z ∈ X avec Card{x, y, z} 6 2,

(x, y, z) 6∈ T .

Exemple 2.5.

Soit X = {1, 2, 3}. Le tableau suivant véri�e les ré�exivités des relations suivantes :

T1 = {(1, 1, 1), (1, 2, 3), (2, 2, 2), (2, 3, 1), (3, 2, 1)} ;

T2 = X ×X ×X ; T3 = ∅;

T4 = {(1, 1, 1), (1, 2, 3), (2, 2, 2), (2, 3, 1), (3, 3, 3)};

T5 = {(1, 1, 2), (1, 1, 3), (1, 2, 1), (1, 2, 2), (1, 3, 1), (1, 3, 3), (2, 1, 1), (2, 1, 2), (2, 2, 1), (2, 2, 3),

(2, 3, 2), (2, 3, 3), (3, 1, 1), (3, 1, 3), (3, 2, 2), (3, 2, 3), (3, 3, 1), (3, 3, 2)}.

Relation Ré�exive Irré�exive Fortement ré�exive Fortement irré�exive

T1 × × × X

T2 X × X ×

T3 × X × X

T4 X × × X

T5 × X X ×
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2.5.2 Symétrie, asymétrie, fortement symétrie et fortement asymétrie

La relation T est dite :

• symétrique : si pour tous x, y, z ∈ X, (x, y, z) ∈ T =⇒ (z, y, x) ∈ T , i.e. T = T t;

• σi-symétrique avec 1 6 i 6 5, si :

(x, y, z) ∈ T =⇒ (x, y, z) ∈ T σi , i.e., T = T σi

• fortement symétrique si :

T est σi-symétrique, pour tout i ∈ {1, ..., 5}.

• asymétrique : si pour tous x, y, z ∈ X tel que Card{x, y, z} > 2, (x, y, z) ∈ T =⇒

(z, y, x) 6∈ T .

• σi-asymétrique : si pour tous x, y, z ∈ X tel que Card{x, y, z} > 2

(x, y, z) ∈ T =⇒ σi(x, y, z) 6∈ T , 1 6 i 6 5.

• fortement asymétrique : si pour tous x, y, z ∈ X tel que Card{x, y, z} > 2

T est σi-asymétrique, pour tout i ∈ {1, ..., 5}.

Exemple 2.6.

Pour les relations donnaient dans l'exemple 2.5 on obtient les résultats suivants :

Relation Symétrique Asymétrique Fortement symétrique Fortement Asymétrique

T1 × × × ×

T2 × × X ×

T3 X X X X

T4 × X × ×

T5 × × × ×

2.5.3 Cyclicité

La relation T est dite :

• cyclique : si pour tous x, y, z ∈ X, (x, y, z) ∈ T =⇒ (y, z, x) ∈ T , i.e., T = T + = T −.
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Exemple 2.7.

Soit X un ensemble �ni tel que X = {x, y, z} et T est la relation sur X donnée par :

T = {(x, y, z), (y, z, x), (z, x, y)}.

Le fait que T = T + = T − implique que T est cyclique.

2.5.4 Complète et fortement complète

La relation T est dite :

• complète : si pour tous x, y, z ∈ X tel que Card{x, y, z} > 2, (x, y, z) ∈ T ∨(z, y, x) ∈ T ;

• σi-complète : si pour tous x, y, z ∈ X tel que Card{x, y, z} > 2

(x, y, z) ∈ T ∨ (x, y, z) ∈ T σi , 0 6 i 6 5.

• fortement complète : si pour tous x, y, z ∈ X tel que Card{x, y, z} > 2

T est σi-complète, pour tout i ∈ {0, ..., 5}.

Exemple 2.8.

Soit X = {1, 2, 3}. Le tableau suivant véri�e quelles sont les relations complètes et fortement

complètes parmi les relations suivantes :

T1 = {(1, 1, 1), (2, 2, 2), (3, 3, 3)} ;

T2 = {(1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2), (3, 2, 1)} ;

T3 = X ×X ×X ; T4 = ∅ ;

T5 = {(1, 1, 1), (1, 2, 3), (2, 2, 2), (3, 2, 1), (3, 3, 3)}.
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Propriété T1 T2 T3 T4 T5
Complète X X X × X

Fortement complète X X X × ×

2.5.5 ci-transitivité

La relation T est dite :

• c1-transitive : si pour tous x, y, z, s, t ∈ X, (x, y, t) ∈ T ∧ (s, t, z) ∈ T =⇒ (x, y, z) ∈ T ;

• c2-transitive : si pour tous x, y, z, s, t ∈ X, (x, y, s) ∈ T ∧ (s, t, z) ∈ T =⇒ (x, t, z) ∈ T ;

• c3-transitive : si pour tous x, y, z, s, t ∈ X, (x, y, s) ∈ T ∧ (s, t, z) ∈ T =⇒ (x, y, z) ∈ T ;

• c4-transitive : si pour tous x, y, z, s, t ∈ X, (x, y, s) ∈ T ∧ (s, t, z) ∈ T =⇒ (x, y, t) ∈ T ;

• c5-transitive : si pour tous x, y, z, s, t ∈ X, (x, y, s) ∈ T ∧ (s, t, z) ∈ T =⇒ (y, t, z) ∈ T ;

• c6-transitive : si pour tous x, y, z, s, t ∈ X, (x, s, t) ∈ T ∧ (s, y, z) ∈ T =⇒ (x, y, z) ∈ T ;

• transitive : si ci-transitive, pour tout i ∈ {1, ..., 6}.

Exemple 2.9.

Soit X = R et T ⊆ R3. Le tableau suivant véri�e les ci-transitivité (1 6 i 6 6) des relations

ternaires sur X suivantes :

1. (x, y, z) ∈ T1 ⇐⇒ |x| = |y| = |z|;

2. (x, y, z) ∈ T2 ⇐⇒ |x| = |z|;

3. (x, y, z) ∈ T3 ⇐⇒ |x| = |y|;

4. (x, y, z) ∈ T4 ⇐⇒ |y| = |z|.

Relation c1-transitive c2-transitive c3-transitive c4-transitive c5-transitive c6-transitive

T1 X X X X X X

T2 × × X × × ×

T3 × × × × × X

T4 X × × × × ×

Pour plus de détails, voir l'exemple 2.10.

Proposition 2.4. [20]

Soit T une relation ternaire sur un ensemble X. On a les équivalences suivantes :
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(i) T est c1-transitive si et seulement si T t est c6-transitive ;

(ii) T est c3-transitive si et seulement si T t est c2-transitive ;

(iii) T est c5-transitive si et seulement si T t est c4-transitive.

Démonstration :

(i) On montre seulement la première équivalence, les autres équivalences sont analogues. On

suppose que T est c1-transitive.

Soit (x, s, t) ∈ T t et (s, y, z) ∈ T t. Alors (t, s, x) ∈ T et (z, y, s) ∈ T . Le fait que T est

c1-transitive, implique que (z, y, x) ∈ T . Par conséquent , (x, y, z) ∈ T t. Ainsi, T t est

c6-transitive. L'inverse est similaire.

Proposition 2.5.

Soit T une relation ternaire sur un ensemble X. On a les équivalences suivantes :

(i) T est ré�exive si et seulement si T c est irré�exive ;

(ii) T est fortement ré�exive si et seulement si T c est fortement irré�exive ;

(iii) T est symétrique si et seulement si T c est symétrique ;

(iv) T est fortemet symétrique si et seulement si T c est fortement symétrique ;

(v) T est asymétrique si et seulement si T c est complète ;

(vi) T est fortemet asymétrique si et seulement si T c est fortement complète ;

(vii) T est cyclique si et seulement si T c est cyclique.

Démonstration :

(i) On a

T est ré�exive ⇐⇒ (x, x, x) ∈ T

⇐⇒ (x, x, x) 6∈ T c

⇐⇒ T cest irré�exive.

La preuve d'équivalence de (ii) est similaire.
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(vii) ⇐) Supposons que T c est symétrique, et montrons que T est symétrique.

(x, y, z) ∈ T =⇒ (x, y, z) 6∈ T c

=⇒ (z, y, x) 6∈ T c

=⇒ (z, y, x) ∈ T .

Alors T est symétrique.

⇒) L'inverse est analogue.

Les preuves des équivalences (iv) et (vii) sont similaires.

(v) ⇒) Supposons que T c n'est pas complète.

(x, y, z) 6∈ T c ∧ (z, y, x) 6∈ T c =⇒ (x, y, z) ∈ T ∧ (z, y, x) ∈ T

=⇒ (z, y, x) 6∈ T ∧ (z, y, x) ∈ T (contradiction).

Alors T c est complète.

⇐) Supposons que T est complète on a

(x, y, z) ∈ T =⇒ (x, y, z) 6∈ T c

=⇒ (z, y, x) ∈ T c

=⇒ (z, y, x) 6∈ T .

Donc, T est asymétrique.

2.6 Projections binaires d'une relation ternaire

Dans cette section, nous rappelons la dé�nition et certaines propriétés des projections bi-

naires d'une relation ternaire. Plus d'informations peuvent être trouvées dans [20].

Dé�nition 2.5. [20]

Soit T une relation ternaire sur un ensemble X.

• La projection gauche de T est la relation binaire Pg(T ) sur X dé�nie comme :

Pg(T ) = {(x, y) ∈ X2 | (∃z ∈ X)((z, x, y) ∈ T )};
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• La projection centrale de T est la relation binaire Pc(T ) sur X dé�nie comme :

Pc(T ) = {(x, y) ∈ X2 | (∃z ∈ X)((x, z, y) ∈ T )};

• La projection droite de T est la relation binaire Pd(T ) sur X dé�nie comme :

Pd(T ) = {(x, y) ∈ X2 | (∃z ∈ X)((x, y, z) ∈ T )}.

Pour une relation ternaire T , on écrit P(T ) = Pg(T ) ∪ Pc(T ) ∪ Pd(T ).

La proposition suivante montre l'interaction des projections avec l'inclusion, l'intersection

et l'union.

Proposition 2.6. [20]

Soient T1 et T2 deux relations ternaires sur un ensemble X. Pour tout λ ∈ {g, c, d}, les asser-

tions suivantes sont véri�ées :

(i) Si T1 ⊆ T2, alors Pλ(T1) ⊆ Pλ(T2);

(ii) Pλ(T1 ∩ T2) ⊆ Pλ(T1) ∩ Pλ(T2);

(iii) Pλ(T1 ∪ T2) = Pλ(T1) ∪ Pλ(T2).

Démonstration :

On montre (i) pour λ = g, car les autres cas preuvent de manière similaire.

(i) Supposons que T1 ⊆ T2 et soit (x, y) ∈ Pg(T1). Alors il existe z ∈ X tel que (z, x, y) ∈

T1. Cela implique que (z, x, y) ∈ T2. Donc, (x, y) ∈ Pg(T2). Ainsi, Pg(T1) ⊆ Pg(T2).

(ii) Soit (x, y) ∈ Pg(T1 ∩ T2). Alors il existe z ∈ X tel que (z, x, y) ∈ T1 ∩ T2. Cela implique

que (z, x, y) ∈ T1 et (z, x, y) ∈ T2. Donc, (x, y) ∈ Pg(T1) ∩ Pg(T2).

Ainsi, Pg(T1 ∩ T2) ⊆ Pg(T1) ∩ Pg(T2).

(iii) Nous véri�ons facilement que :

Pg(T1 ∪ T2) = {(x, y) ∈ X2 | (∃z ∈ X)((z, x, y) ∈ T1 ∪ T2}

= {(x, y) ∈ X2 | (∃z ∈ X)((z, x, y) ∈ T1 ∨ (z, x, y) ∈ T2)}

= Pg(T1) ∪ Pg(T2).

D'une manière similaire on obtient :
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Proposition 2.7.

Soient T1 et T2 deux relations ternaires sur un ensemble X. les assertions suivantes sont véri-

�ées :

(i) Si T1 ⊆ T2, alors P(T1) ⊆ P(T2);

(ii) P(T1 ∩ T2) ⊆ P(T1) ∩ P(T2);

(iii) P(T1 ∪ T2) = P(T1) ∪ P(T2).

2.7 Extensions cylindriques d'une relation binaire

Dans cette section, nous étudions les extensions cylindriques gauche, centrale et droite d'une

relation binaire. Premièrement, nous rappelons la dé�nition des extensions cylindriques d'une

relation binaire. Pour plus de détails, nous nous référons à [20].

Dé�nition 2.6. [20]

Soit R une relation binaire sur un ensemble X.

• L'extension cylindrique gauche de R est la relation ternaire Cg(R) sur X dé�nie comme :

Cg(R) = {(x, y, z) ∈ X3 | (y, z) ∈ R};

• L'extension cylindrique centrale de R est la relation ternaire Cc(R) sur X dé�nie comme :

Cc(R) = {(x, y, z) ∈ X3 | (x, z) ∈ R};

• L'extension cylindrique droite de R est la relation ternaire Cd(R) sur X dé�nie comme :

Cd(R) = {(x, y, z) ∈ X3 | (x, y) ∈ R}.

La proposition suivante montre l'interaction des extensions cylindriques avec l'inclusion,

l'intersection et l'union.

Proposition 2.8. [20]

Soient R1 et R2 deux relations binaires sur un ensemble X. Pour tout λ ∈ {g, c, d}, les asser-

tions suivantes sont véri�ées :

(i) Si R1 ⊆ R2, alors Cλ(R1) ⊆ Cλ(R2);
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(ii) Cλ(R1 ∩R2) = Cλ(R1) ∩ Cλ(R2);

(iii) Cλ(R1 ∪R2) = Cλ(R1) ∪ Cλ(R2).

Démonstration :

on montre cette proposition pour λ = g, car les autres cas sont prouvés de manière similaire.

(i) Supposons que R1 ⊆ R2. Soit (x, y, z) ∈ Cg(R1), alors (y, z) ∈ R1. Le fait que

R1 ⊆ R2. Donc, (y, z) ∈ R2. Ainsi, (x, y, z) ∈ Cg(R2).

(ii) Nous véri�ons facilement que :

Cg(R1 ∩R2) = {(x, y, z) ∈ X3 | (y, z) ∈ R1 ∩R2}

= {(x, y, z) ∈ X3 | (y, z) ∈ R1 ∧ (y, z) ∈ R2}

= {(x, y, z) ∈ X3 | (x, y, z) ∈ Cg(R1) ∧ (x, y, z) ∈ Cg(R2)}

= Cg(R1) ∩ Cg(R2).

(iii) La preuve est fait de la même façon que (ii).

Proposition 2.9. [20]

Soit T une relation ternaire et R une relation binaire sur un ensemble X. Pour tout λ ∈

{g, c, d}, les assertions suivantes sont véri�ées :

(i) R = Pλ(Cλ(R));

(ii) T ⊆ Cλ(Pλ(T )).

Démonstration :

on montre cette proposition pour λ = g, car les autres cas prouvent de manière similaire.

(i) On véri�e facilement que :

Pg(Cg(R)) = {(x, y) ∈ X2 | (∃z ∈ X)((z, x, y) ∈ Cg(R))} = R.

(ii) Soit (x, y, z) ∈ T , alors (y, z) ∈ Pg(T ). D'où, (x, y, z) ∈ Cg(Pg(T )).

Ainsi, T ⊆ Cg(Pg(T )).
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Remarque 2.3.

L'example suivant montre que dans la proposition 2.9 (ii), l'égalité ne tient pas en général.

En e�et, soit T une relation ternaire sur X = {x1, x2, x3, x4} donné par :

T = {(x1, x1, x2), (x1, x2, x3)}.

Il tient que

Pg(T ) = {(x1, x2), (x2, x3)}.

Et donc

Cg(Pg(T )) = {(x1, x1, x2), (x2, x1, x2), (x3, x1, x2), (x4, x1, x2),

(x1, x2, x3), (x2, x2, x3), (x3, x2, x3), (x4, x2, x3)}.

Il est clair que Cg(Pg(T )) * T .

2.8 Nombre des relations ternaires sur des ensembles �nis

Considérons trois ensembles �nis X, Y et Z de cardinal n, m et k respectivement. Le fait

qu'une relation ternaire T est une partie de X × Y × Z, i.e., T ∈ P (X × Y × Z) implique que

le nombre des relations ternaires sur X × Y × Z est 2nmk.

En particulier, si X = Y = Z, on trouve 2n
3
relations ternaires sur X.

Aussi, comme le cas binaire, on obtient :

(i) 2n
3−n relations ré�exives ;

(ii) 2(n3+n)/2 relations symétriques ;

(iii) 2(n3−n)/2 relations ré�exives et symétriques ;

(iv) Pour le nombre de relations transitives , on n'a pas une formule fermée.

Démonstration :

(i) X −→ T ⊆ X3.

T ré�exive ⇐⇒ IX3 = {(x, x, x) | x ∈ X} ⊆ T .

T = IX3 ∪ A, A ⊆ (X3\IX3), |X| = n, |X3| = n3, |IX3| = n, |(X3\IX3)| = n3 − n.

|P (X3\IX3)| = 2n
3−n.

(ii) et (iii) on utilise la même manière que le cas binaire, puique la symétrie des relations

ternaires employée deux élements seulement.
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2.9 Classes particulières des relations ternaires

Dans cette section, nous présenterons des classes particulières des relations ternaires inspi-

rons du cas binaire.

2.9.1 Relations d'équivalences ternaires

Dé�nition 2.7. (Relation ternaire σj − ci-équivalence)

Une relation ternaire σj − ci-équivalence sur un ensemble X est une relation T sur X qui

est ré�exive, σj-symétrique et ci-transitive pour tout i ∈ {1, ..., 6} et j ∈ {0, ..., 5}.

Exemple 2.10.

Soit X = R et T est la relation sur X tel que T ⊆ R3 donné par :

(1) (x, y, z) ∈ T1 ⇐⇒ |x| = |y| = |z|

(i) T 1 est ré�exive :

∀x ∈ X, on a : |x| = |x| = |x| =⇒ ∀x ∈ X : (x, x, x) ∈ T1.

(ii) T1 est symétrique :

soient x, y, z ∈ X :

(x, y, z) ∈ T1 ⇐⇒ |x| = |y| = |z|

=⇒ |z| = |y| = |x|

=⇒ (z, y, x) ∈ T1.

(iii) T1 est ci-transitive, pour tout i ∈ {1, ..., 6}. En e�et,

soient x, y, z, s, t ∈ X :


(x, y, t) ∈ T1

et

(s, t, z) ∈ T1

⇐⇒


|x| = |y| = |t|

et

|s| = |t| = |z|
=⇒ |x| = |y| = |z| donc (x, y, z) ∈ T1.

Donc T1 est c1-équivalence. De même manière on démontre T1 est ci-transitive, pour

tout i ∈ {2, 3, 4, 5, 6}.
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(2) (x, y, z) ∈ T2 ⇐⇒ |x| = |z|

(i) T2 est ré�exive :

∀x ∈ X, on a : |x| = |x| =⇒ ∀x ∈ X : (x, y, x) ∈ T2 ∀y =⇒ (x, x, x) ∈ T2.

(ii) T2 est symétrique :

soient x, y, z ∈ X :

(x, y, z) ∈ T2 ⇐⇒ |x| = |z|

=⇒ |z| = |x|

=⇒ (z, y, x) ∈ T2.

(iii) T2 est c3-transitive :

soient x, y, z, s, t ∈ X :


(x, y, s) ∈ T2

et

(s, t, z) ∈ T2

⇐⇒


|x| = |s|

et

|s| = |z|

=⇒ |x| = |z|

donc (x, y, z) ∈ T2.

Donc T2 est c3-équivalence.

(3) (x, y, z) ∈ T3 ⇐⇒ |x| = |y|

(i) T3 est ré�exive :

∀x ∈ X, on a : |x| = |x| =⇒ ∀x ∈ X : (x, x, z) ∈ T3 ∀z =⇒ (x, x, x) ∈ T3.

(ii) T3 est σ2-symétrique :

soient x, y, z ∈ X :

(x, y, z) ∈ T3 ⇐⇒ |x| = |y|

=⇒ |y| = |x|

=⇒ (y, x, z) ∈ T3.

Donc T3 est σ2-symétrique.

(iii) T3 est c6-transitive :

soient x, y, z, s, t ∈ X :


(x, s, t) ∈ T3

et

(s, y, z) ∈ T3

⇐⇒


|x| = |s|

et

|s| = |y|

=⇒ |x| = |y|

donc (x, y, z) ∈ T3.
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Donc T3 est σ2-c6-équivalence.

(4) (x, y, z) ∈ T4 ⇐⇒ |y| = |z|

(i) T4 est ré�exive :

∀y ∈ X, on a : |y| = |y| =⇒ ∀y ∈ X : (x, y, y) ∈ T4 ∀x =⇒ (y, y, y) ∈ T4.

(ii) T4 est σ1-symétrique :

soient x, y, z ∈ X :

(x, y, z) ∈ T4 ⇐⇒ |y| = |z|

=⇒ |z| = |y|

=⇒ (x, z, y) ∈ T4.

Donc T4 est σ1-symétrique.

(iii) T4 est c1-transitive :

soient x, y, z, s, t ∈ X :


(x, y, t) ∈ T4

et

(s, t, z) ∈ T4

⇐⇒


|y| = |t|

et

|t| = |z|

=⇒ |y| = |z|

donc (x, y, z) ∈ T4.

Donc T4 est σ1-c1-équivalence.

2.9.2 Relations de betweennesses

Dans cette sous-section , nous rappelons la classe de Betweennesses comme une classe parti-

culière des relations ternaires. Pour une discussion plus détaillée de ces concepts nous renvoyons

le lecteur à [16].

Dé�nition 2.8. (Relation betweenness)[16]

Une relation ternaire B sur un ensemble X est dite une relation betweenness si elle satisfait les

trois propriétés suivantes :

• Symétrique dans le dernier point : pour tout x, y, z ∈ X,

(x, y, z) ∈ B ⇐⇒ (z, y, x) ∈ B.
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• Fermeture : pour tout x, y, z ∈ X,

((x, y, z) ∈ B ∧ (x, z, y) ∈ B)⇐⇒ y = z.

• End-point transitive : pour tout x, y, z, t ∈ X,

((x, y, t) ∈ B ∧ (x, t, z) ∈ B) =⇒ (x, y, z) ∈ B.

Remarque 2.4.

Évidemment, l'axiome de fermeture pour la relation betweenness est équivalent aux deux condi-

tions suivantes :

(a) Ré�exivité (w.r.t.(with respect to) le deuxième et le troisième élément) :

pour tout x, y ∈ X, (x, y, y) ∈ B.

(b) Antisymétrique (w.r.t. le deuxième et le troisième élément) : pour tout x, y, z ∈ X,

((x, y, z) ∈ B ∧ (x, z, y) ∈ B) =⇒ y = z.

Nous rappelons que la plus petite relation de betweenness sur un ensemble X est donnée par :

B0 = {(x, y, z) ∈ X3 | (x = y) ∨ (y = z)}, i.e., B0 ⊆ B, pour toute relation betweenness B.

Dé�nition 2.9. (Ordre-Betweenness) :

Une relation de betweenness plus signi�cative est induite par une relation d'ordre 6 sur X,

comme :

B6 = B0 ∪ {(x, y, z) ∈ X3 | (x < y < z) ∨ (z < y < x)}.

Exemple 2.11.

Soit X un ensemble non vide et 6 une relation d'ordre sur X. Soit la relation ternaire B sur

X dé�nit par :

(x, y, z) ∈ B ⇐⇒ x 6 y 6 z.

Alors B est une relation de betweenness. En e�et :
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(i) B est symétrique :

soient x, y, z ∈ X :

(x, y, z) ∈ B ⇐⇒ x 6 y 6 z

=⇒ z 6 y 6 x

=⇒ (z, y, x) ∈ B.

(ii) B est fermeture :

soient x, y, z ∈ X :

(x, y, z) ∈ B ∧ (x, z, y) ∈ B ⇐⇒ x 6 y 6 z ∧ x 6 z 6 y

⇐⇒ y = z.

(iii) B est transitive :

soient x, y, z, t ∈ X :


(x, y, t) ∈ B

et

(x, t, z) ∈ B

⇔


x 6 y 6 t

et

x 6 t 6 z

⇒ x 6 y 6 z ⇒ (x, y, z) ∈ B.

Donc B est est une relation de betweenness.
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Annexe : Exemples d'applications des

relations ternaires dans la base de données

D
ans cette annexe, nous donnons quelques exemples d'applications des relations ternaires.

En particulier, dans le domaine de la base de données. Nous verrons comment appliquer

et transformer des relations ternaires et quelle est l'importance de transformer les relations

ternaires en relations binaires.

Exemple 2.12.

La �gure 2.1 représentant la relation ré�exive entre une personne et lui-même :

Figure 2.1 � Exemple d'associations ré�exives sur le type entité personne. Le premier type

association permet de modéliser la relation parent/ enfant et le deuxième type association la

relation de fraternité.
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Dé�nition 2.10.

Type association ré�exive : un type association est quali�é de ré�exive quand il matérialise

une relation entre un type entité et lui-même (cf. Figure 2.1)

Exemple 2.13.

La �gure 2.2 représentant la relation binaire entre une personne et livre et la relation est une

relation d'emprunter. Mais la �gure 2.3 : est une relation binaire entre trois types entité.

Figure 2.2 � Représentation graphique d'un exemple de type association liant deux types

entité.

Figure 2.3 � Exemple de type association binaire entre des types entité Client, Facture et

Règlement.

Exemple 2.14.

La �gure 2.4 représentant la relation ternaire entre un créneau, salle et �lm la relation est une

relation de projeter. Mais la �gure 2.5 est une transformation du type association ternaire de

la �gure 2.4 en un type entité et trois types association binaires.
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Figure 2.4 � Exemple de type association ternaire entre des types entité Créneau horaire, Salle

et Film.

La �gure 2.4 nous montre un exemple de type association ternaire entre les types entité

Créneau horaire, Salle et Film. Il est toujours possible de s'a�ranchir d'un type association

ternaire en se ramenant à des types association binaire de la manière suivante :

• On remplace le type association ternaire par un type entité et on lui attribue un identi�ant.

• On crée des types association binaire entre le nouveau type entité et tous les types entité de

la collection de anciens types association ternaire.

Figure 2.5 � Transformation du type association ternaire de la �gure 2.4 en un type entité et

trois types association binaires.

La �gure 2.5 illustre le résultat de cette transformation sur le schéma de la �gure 2.4.

L'avantage du schéma de la �gure 2.5 est de rendre plus intelligible la lecture des cardinalités.

Il ne faut surtout pas le voir comme un aboutissement. Ainsi, le mécanisme, que nous venons

de détailler ci-dessus, de passage d'un type association ternaire à un type entité et trois types

association binaire.
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Exemple 2.15.

On donne un autre exemple sur les relation ternaire telle que, la �gure 2.6 représentant la

relation ternaire entre un avion, trajet et pilote la relation est une relation de vol. Mais la

�gure 2.7 est une transformation du type association ternaire de la �gure 2.6 en un type entité

et trois types association binaires.

Figure 2.6 � Modéle représentant un type association ternaire Vol liant trois type

entité Avion, Trajet et Pilote.

Figure 2.7 � Transformation du type association ternaire de la �gure 2.6 en un type entité et

trois types association binaires.
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Conclusion

D
ans ce mémoire, nous avons étudié quelques propriétés des relations ternaires. En parti-

culier, nous avons porté notre attention sur les propriétés similaires ou analogues aux

propriétés des relations binaires.

De plus, nous avons discuté certaines classes particulières de relations ternaires, telles que

les relations d'équivalences ternaires et les relations de betweennesses.
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D
ans ce mémoire, nous avons étudié quelques propriétés des relations ternaires. En parti-

culier, nous avons porté notre attention sur les propriétés similaires ou analogues aux

propriétés des relations binaires.

De plus, nous avons discuté certaines classes particulières de relations ternaires, telles que

les relations d'équivalences ternaires et les relations de betweennesses.

Mots Clés : Relation binaire, Relation ternaire, Projections binaires d'une relation ternaire,

Extensions cylindrique d'une relation binaire, Relations de betweenness, Relation d'équivalence

ternaire.

I
n this end study memory for obtaining the Master degree, we have studied some properties of

ternary relations. In particular, we have paied attention to those properties that are similar

or analogous to the properties of binary relations.

Furthermore, we have discussed some particular classes of ternary relations such as, the

ternary equivalence relations and the betweenness relations.

Key words : Binary relation, Ternary relation, Binary projections of a ternary relation, Cylindrical

extensions of a binary relation, Betweenness relation, Ternary equivalence relation.
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